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1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМАХ 

1.1. Основная задача строительной механики  

Строительная механика – наука о принципах и методах расчета 

сооружений и конструкций на прочность, жесткость и устойчивость – на 

всех этапах своего развития связана с уровнем развития математики, механики 

и науки о сопротивлении материалов.  

Основной задачей строительной механики является определение 

напряженно-деформируемого состояния (НДС) конструкций и сооружений 

от внешних воздействий (силовых, кинематических, температурных). 

 Под определением НДС понимают определение внутренних усилий, 

напряжений, соответствующих им деформаций и перемещений, возникающих в 

элементах сооружений. 

В соответствии с результатами расчета НДС устанавливаются размеры 

отдельных элементов сооружений, необходимые для обеспечения их надежной 

работы на прочность, жесткость и устойчивость при минимальных затратах 

на строительные материалы и возведение (строительство).  

Таким образом, без строительной механики невозможно проектирование 

рациональных конструкций и сооружений.  

Строительная механика позволяет формировать знания, умения и навыки, 

необходимые будущим инженерам-строителям для работы в области 

проектирования и возведения строительных конструкций. 

Целью обучения строительной механике студентов всех специальностей 

направления «Строительство» являются: 

1. Знание принципов и методов расчета сооружений по определению 

НДС от заданных внешних воздействий (силовых, кинематических и 

температурных). 

2. Умение составлять и анализировать расчетные схемы различных 

сооружений для их расчета на заданные воздействия. 

3. Умение решать простейшие задачи строительной механики при 

помощи малых вычислительных средств (калькуляторов). 

4. Умение рассчитывать сложные расчетные схемы на современных 

компьютерах (в настоящее время чаще всего используются персональные 

компьютеры) с использованием соответствующих программ расчета, 
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реализующих алгоритмы решения методами строительной механики.  

5. Умение оценивать правильность результатов расчета. 

1.2. Расчетные схемы сооружений 

Решение задачи определения НДС сооружения представляет собой 

сложную проблему. На практике она решается различными путями: 

натурными исследованиями в возводимых или уже построенных 

сооружениях; экспериментальными исследованиями на специально 

изготовленных моделях сооружения; расчетом сооружений по специально 

разработанным расчетным схемам.  

В данном учебном пособии рассматривается третий путь решения задачи 

об определении НДС – расчетный. 

Расчетная схема сооружения только приближенно отражает НДС 

реального сооружения. Степень точности отражения расчетной схемой 

реальной работы сооружения связана с возможностями расчетчиков:  

1) по учету в расчетной схеме геометрии элементов сооружения и их 

соединения друг с другом; 

2) по учету в расчетной схеме разнообразных физико-механических 

свойств материалов, используемых в сооружении. 

3) по использованию вычислительной техники с достаточными 

техническими характеристиками, позволяющими выполнить расчет НДС с 

необходимой точностью. 

Рассмотрим, как решаются эти вопросы при составлении расчетной 

схемы сооружений. 

1) Для геометрического представления элементов сооружения в 

расчетной схеме обычно их делят на следующие три типа: 

 Стержневые элементы, которые отличаются от других 

значительным преобладанием длины элемента l  над размерами hb  и   его 

поперечного сечения (рис. 1.1, а). 

Если при исследовании изгибных деформаций стержня применима 

гипотеза плоских сечений, известная учащемуся из дисциплины 

«Сопротивление материалов», то стержень классифицируют как тонкий 

стержень. Обычно эта гипотеза соблюдается при достаточно малом 

отношении lh /  (см. рис. 1.1, а). Приближенно будем считать стержень тонким, 

если 5/1/ lh . Такой стержень в расчетной схеме изображается линией, 

представляющей ось стержня. Если гипотеза плоских сечений не применима, то 

стержень не считают тонким и его НДС изучают в теории упругости [22].  
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Рис. 1.1 

 Элементы, один из размеров которых (толщина h ) много меньше 

двух других размеров. К таким элементам в строительной практике относят 

стенки, тонкие плиты (рис. 1.1, б), тонкие оболочки.  

В расчетной схеме сооружения такие элементы представляются 

срединной плоскостью для стен и тонких плит (см. рис. 1.1, б) и срединной 

криволинейной поверхностью для тонкой оболочки (см. [22]). 

 Массивные элементы, которые имеют все три размера одного 

порядка. В расчетной схеме они и изображаются в виде пространственных тел 

заданных размеров (см. [22]). 

Имеются сооружения, представляющие собой конструкцию только из 

тонких стержневых элементов. Такую систему обычно называют Стержневая 

система. 

2) Из разнообразных физико-механических свойств материалов 

сооружений чаще всего в расчетной схеме рассматривается физическая модель 

в виде сплошного, однородного, изотропного тела, имеющего малые 

перемещения и деформации и подчиняющегося закону Гука, т.е. модель 

линейно-деформируемое тела.  

В этом случае искомые перемещения, напряжения и деформации (НДС 

сооружения) определяются из системы линейных уравнений и при их 

определении оказывается применимым принцип независимости действия сил 

(возможность сложения результатов расчета сооружения от любых внешних 

воздействий).  

В данном пособии рассматриваются именно такие линейные задачи. 

Нелинейные задачи здесь не рассматриваются. 

3) В настоящее время для определения НДС сооружений используются 

персональные компьютеры с техническими характеристиками, позволяющими 
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реализовать разработанные в строительной механике методы расчета как 

линейных, так и нелинейных задач и получать достаточно точные для 

инженерной практики результаты. Однако проблема разработки и применения 

при расчетах НДС наиболее рациональных расчетных схем всегда будет 

оставаться актуальной. Но обсуждение этих вопросов выходит за рамки 

данного учебного пособия. 

1.3. Воздействия на сооружения 

Воздействия можно классифицировать по различным признакам. 

Например, их можно разделить на силовые воздействия (нагрузки), 

температурные воздействия и кинематические воздействия (заданные 

перемещения).  

Воздействия можно разделить на два класса: статические и 

динамические.  

К статическим относятся воздействия, которые не сообщают массам 

сооружения ускорений, или сообщают такие малые ускорения, что, 

возникающими при этом силами инерции, при определении НДС можно 

пренебречь. Значения, направление и конфигурация статического воздействия 

не изменяются во времени. Возможно изменение координат воздействия 

(подвижная нагрузка), но оно происходит так медленно, что сохраняется 

статический характер воздействия.  

При статическом воздействии сооружение деформируется, 

возникают перемещения его точек и соответствующие усилия и 

напряжения, которые при работе сооружения в упругой стадии не 

изменяются во времени.  

К динамическим относятся воздействия, которые сообщают массам 

сооружения существенные ускорения и, следовательно, вызывают такие силы 

инерции, что их влияние на НДС сооружения должно быть учтено. 

Значение, направление, конфигурация и координаты динамического 

воздействия (все параметры или некоторые из них) изменяются во времени.  

Примерами динамических воздействий являются ударные и 

вибрационные нагрузки, вызванные действием машин и механизмов; 

воздействия взрывных волн через грунтовую и воздушную среду; 

сейсмическое воздействие и т. д. 

Динамические воздействия вызывают колебания сооружения, при 

которых изменяются во времени как перемещения точек сооружения, так 

и связанные с перемещениями деформации, усилия и напряжения.  
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В данном пособии рассматриваются только статические воздействия на 

стержневые системы. 

1.4. Структура курса «Строительная механика» в учебном плане 

Дисциплина «Строительная механика» является логическим 

продолжением дисциплин «Теоретическая механика» и «Сопротивление 

материалов». В ней также используются знания, полученные студентами при 

изучении дисциплин «Высшая математика» и «Вычислительная математика». 

В связи с только что приведенным представлением о работе сооружений 

при статическом и динамическом воздействиях строительную механику делят 

на две части (схема 1):  

1. Статика сооружений. 

2. Динамика сооружений. 

При этом статика сооружений делится на два раздела: «Строительная 

механика стержневых систем» и «Теория упругости» (см. схему 1) 

 

Схема 1 

 Раздел 1.1 в статике сооружений, в котором при статических 

воздействиях рассматриваются методы расчета стержневых систем, состоящих 

из тонких стержней, обычно называют просто «Строительная механика».  

В разделе 1.2 статики сооружений («Теория упругости») рассматриваются 

постановки и методы расчета при статических воздействиях толстых балок 

(балок-стенок), пластин (плит), оболочек и пространственных массивных тел.  

Динамика сооружений посвящена постановкам и методам решения 

динамических задач, как стержневых систем, так и сооружений, имеющих 

Строительная механика 

2. Динамика сооружений 1.Статика сооружений 

1.1. Строительная механика 

стержневых систем 

(Строительная механика) 1.2.Теория упругости 

Строительная механика 

2. Динамика сооружений 1.Статика сооружений 

1.1. Строительная механика 

стержневых систем 

(Строительная механика) 1.2.Теория упругости 
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плоские и массивные элементы.  

Данное учебное пособие посвящено разделу 1.1. строительной механики 

(см. схему 1).  

Методы строительной механики и построенные на их основе программы 

расчета различных стержневых конструкций на персональных компьютерах 

(ПК) используются затем в специальных курсах «Металлические конструкции», 

«Железобетонные конструкции», «Основания и фундаменты» и специальных 

курсах по расчету и проектированию сооружений, читаемых выпускающими 

кафедрами. 

1.5. Типы плоских стержневых систем и детали их расчетных схем
 

Все сооружения являются пространственными физическими телами. Но 

есть стержневые конструкции, расчетные схемы которых (в виде совокупности 

осей стержней) и действующая нагрузка оказываются расположенными в одной 

плоскости. Такие стержневые системы называются плоскими стержневыми 

системами.  

Принципиального различия в методах расчета пространственных и 

плоских стержневых систем нет. Однако, поскольку расчет плоских 

стержневых систем проще, то обычно в учебном процессе по строительной 

механике методы расчета стержневых систем демонстрируются на плоских 

системах.  

Дальнейшее обобщение методов на пространственные задачи 

затруднений не вызывает. Поэтому и в предлагаемом учебном пособии 

рассмотрены только плоские стержневые системы. При этом рассмотрены 

только наиболее часто встречающиеся в инженерной практике типы (примеры 

их схем приведены на рис. 1.2): 

1. Балки (рис. 1.2, а); 

2. Рамы (рис. 1.2, б); 

3. Арки (рис. 1.2, в); 

4. Фермы (рис. 1.2, г). 

Обычно вся расчетная схема при расчете относится к какой-то общей 

системе координат (ОСК). Для пространственной стержневой системы ОСК 

является пространственной (штриховые линии на рис. 1.2, ж).  

При рассмотрении плоских стержневых систем ее расчетная схема 

изображается на какой-то одной координатной плоскости, например, на 

плоскости XOZ [1– 6, 19, 20] (обозначения осей координат на рис. 1.2 приняты 

такими же, как в программе SCAD). 
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Рис. 1.2 

Деталями расчетных схем стержневых систем (см. рис. 1.2) являются: 

 стержни (прямолинейные и криволинейные); 

 узлы (жесткие, шарнирные и комбинированные), в которых стержни 
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соединяются друг с другом; 

 опоры (опорные узлы). 

Стержни в расчетной схеме изображаются линиями, совпадающими с его 

центральной осью. Поперечное сечение стержней, характеризуется площадью 

A  (в программе SCAD эта величина обозначена F , иногда ее обозначают S      

[1, 7, 8]) и моментом инерции I  (для плоского стержня, изгибающегося в 

плоскости XOZ, yII  ). 

При определении НДС плоской стержневой системы неизвестными 

величинами в любом сечении стержня, находящегося в условиях продольной и 

изгибной деформации, являются: 

перемещения (линейные перемещения сечения u  и w  соответственно в 

направлении осей X и Z и угол поворота сечения y );  

усилия (изгибающий момент M , поперечная сила Q  и продольная сила 

N , действующие в той же плоскости); 

деформации (изгиба   («каппа»), сдвига   и продольной  - растяжения 

или сжатия).   

Жесткие узлы соединяют подходящие к нему концевые поперечные 

сечения стержней так, что обеспечивают одинаковость линейных и угловых 

перемещений этих сечений в плоскости, в которой находится стержневая 

система.  

При деформации плоской стержневой системы в плоскости XOZ любой 

ее жесткий узел с номером i  имеет три степени свободы упругих перемещений, 

которые можно выразить вектором.
 





















i

i

i

i w

u

u , (1.1) 

где  ii wu , – проекции полного линейного перемещения узла в плоскости XOZ  

соответственно на оси X и Z ; i  – угол поворота жесткого узла вокруг оси Y . 

Положительные направления перемещений узла такие же, как в сечении 

стержня. Они показаны на рис 1.2, з. 

Шарнирные узлы обеспечивают равенство только линейных 

перемещений соединяемых концов стержней, но разрешают независимый 

свободный поворот каждого стержня на свой угол поворота. 

При деформации упругой линейно-деформируемой плоской стержневой 

системы в плоскости XOZ любой шарнирный узел с номером i  имеет две 
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степени свободы упругих перемещений, проекции которых X  и Z  на 

соответствующие оси  ОСК XOZ можно выразить вектором 











i

i
i

w

u
u . (1.2) 

Опоры, изображенные на расчетных схемах плоских стержневых систем 

(см. рис. 1.2), относятся к следующим  типам жестких (недеформируемых) 

связей. 

Шарнирная подвижная опора, эквивалентная одной жесткой связи 

сооружения с неподвижным жестким основанием (рис. 1.3, а). Связь (стержень 

с шарнирами по концам) и усилие в ней перпендикулярны плоскости качения 

опоры и проходят через центр шарнира. Такой опорный узел имеет две степени 

свободы: конец стержня, подходящего к опорному шарниру, может 

перемещаться в направлении параллельном плоскости качения и 

поворачиваться на какой-то угол.   

 

Рис. 1.3 

 Усилие в опорной связи действует на основание (передает на него силу 

давления со стороны сооружения) и на само сооружение (передает на 

сооружение силу давления основания на сооружение, называемую реакцией 

основания). Сила давления на основание и сила его реакции равны по 

значению, но направлены в разные стороны. 

 При расчете сооружения расчетчика интересует сила реакции основания, 

а при расчете фундамента под опору – давление на основание.  

Шарнирная неподвижная опора, эквивалентная двум связям, 

пересекающимся в центре шарнира (рис. 1.3, б). Такая опора имеет только одну 

степень свободы – поворачиваться вокруг шарнира. Полная опорная реакция, 

действующая на сооружение в центре шарнира, при расчетах обычно 

представляется ее двумя составляющими  

Защемляющая опора (заделка), эквивалентная трем связям, не 

пересекающимся в одной точке (рис. 1.3, в). Такая опора не имеет ни одной 
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M 

H 
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M 

M 
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степени свободы, т.е. закрепляет конец стержня от линейных и угловых 

перемещений. В этом случае на сооружение действуют три составляющих 

полной опорной реакции (см. рис. 1.3, в).  

Встречаются так называемые «Скользящие заделки», допускающие 

смещения конца стержня вдоль его оси (рис. 1.3, г) или – поперек (рис. 1.3, д). 

1.6. Понятие о геометрически изменяемых и неизменяемых системах 

В строительных стержневых конструкциях обычно используют 

геометрически неизменяемые (ГН) системы. К ним относятся конструкции, в 

которых при пренебрежении упругими деформациями стержней, расстояние 

между любыми точками конструкции будет неизменным. 

Примером такой геометрически неизменяемой системы является рама, 

изображенная на рис. 1.4, а. Соединения стержней в ней между собой и с 

неподвижным жестким основанием – жесткие. Если считать стержни рамы 

недеформируемыми (жесткими), то при воздействии на нее нагрузки все ее 

точки будут неподвижными. 

К геометрически изменяемым (ГИ) системам относятся такие 

конструкции, которые допускают перемещение точек конструкции даже в 

том случае, когда ее стержни будут жесткими.  

Примером такой системы является конструкция, которая получится из 

рассмотренной на рис. 1.4, а рамы, если все жесткие соединения стержней 

станут шарнирными (рис. 1.4, б). Такая система геометрически изменяема, т.к. 

под действием любой малой горизонтальной нагрузки изменит свое положение 

на плоскости даже при отсутствии деформации стержней. 

 

Рис. 1.4 

Если в геометрически изменяемую шарнирно-стержневую систему, 

изображенную на рис.1. 4, б, поставить раскос, например, так, как это показано 

на рис. 1.4, в, то, несмотря на отсутствие жестких узлов, она станет 

геометрически неизменяемой. 

Примечание. Именно поэтому, например, при конструировании строительных лесов 

у зданий, когда трудно обеспечить жесткость узлов, кроме вертикальных и горизонтальных 
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стержней вводятся раскосы. 

Таким образом, если стержневая система имеет только жесткие 

соединения в узлах, то она геометрически неизменяема.  

Наличие шарнирных узлов уменьшает число связей в стержневой 

системе и при излишнем числе шарнирных соединений может привести к 

геометрически изменяемой системе. Такие системы в строительстве 

применять не следует. 

Методика исследования геометрической неизменяемости стержневых 

систем в пособии будет рассмотрена в разделе 2. 

1.7. Понятие о статически определимых и неопределимых системах 

Для определения НДС стержневой системы необходимо найти в каждом 

сечении стержня: 

 три внутренних усилия ( NQM ,, ); 

 три соответствующих усилиям деформации (  ,, ); 

 три перемещения ( ,, wu ). 

Перечисленные величины связаны между собой и с внешней нагрузкой 

соотношениями (уравнениями), известными из дисциплины «Сопротивление 

материалов». 

Для записи этих соотношений рассмотрим состояния бесконечно малого 

элемента dx , вырезанного из стержневой системы и отнесенного к системе 

координат XOZ (рис. 1.5). 

 

Рис. 1.5 

На элемент действуют распределенные нагрузки вдоль ( xq ) и поперек 
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( zq ) оси стержня (рис. 1.5, а). На рис. 1.5 показаны положительные 

направления внешних нагрузок, усилий, деформаций и перемещений. 

Указанные девять неизвестных характеристик НДС плоской линейно 

деформированной стержневой системы связаны между собой девятью 

уравнениями, образующими следующие три группы. 

Уравнения равновесия элемента dx  (уравнения статики) 

;;; Q
dx

dM
q

dx

dQ
q

dx

dN
zx   (1.3) 

Уравнения связи деформаций и перемещений 

;;;
dx

d

dx

dw

dx

du 
  (1.4) 

Уравнения, соответствующие закону Гука 

;;;
EI

M

GS

Q

ES

N
  (1.5) 

Здесь 
)1(2

 и  



E

GE  – соответственно модуль упругости при 

растяжении (сжатии) и модуль упругости при сдвиговых деформациях (модуль 

сдвига). В выражение последнего входит коэффициент Пуассона  материала. 

IA,, – соответственно коэффициент формы, площадь и момент инерции 

поперечного сечения стержня. 

Шесть из девяти уравнений являются дифференциальными. Это означает, 

что для решения системы уравнений для стержня необходимо иметь шесть 

граничных условий – по три на каждом конце каждого стержня. Этими 

условиями могут быть перемещения и усилия на концах стержня: Nu     èëè      ;   

Qw     èëè      ;  M    или       .  

При решении системы уравнений (1.3) – (1.5) для некоторых стержневых 

систем неизвестные внутренние усилия MQN ,,  в сечениях любых стержней, в 

том числе и опорных, могут быть определены только из уравнений равновесия 

(1.3). Такие стержневые системы называются статически определимыми.  

Затем из уравнений, соответствующих закону Гука (1.5), определятся 

деформации и затем из уравнений (1.4) – перемещения. 

Для многих стержневых систем определить усилия из решения только 

уравнений статики (1.3) без привлечения других уравнений системы              

(1.3) – (1.5) не удается. Такие стержневые системы называются статически 

неопределимыми. 
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Пример. Рассмотрим два стержня (две балки), отличающиеся закреплением концов 

(рис. 1.6).Здесь по сравнению с рис. 1.5 принято 1qqx   и 2qqz  . 

Интегрируя уравнения равновесия (1.3), получим выражения для усилий в обеих 

балках: 

  32211 ;; CQdxMCxqQCxqN . (1.6) 

Покажем, что балка, изображенная на рис 1.6, а статически определима. Для 

доказательства запишем три граничных условия для усилий на левом конце балки: 

0;0;01  MQN . Подставив в (1.6) эти нулевые значения и 0x , найдем постоянные 

величины: 0;0;0 3211  ÑÑÑ . Затем из (1.6) определятся и усилия: 

2
2221 5.0;; xqxdxqQdxMxqQxqN     (1.7) 

 Усилия NQM ,,  определись только из уравнений статики (1.3). Эти выражения 

справедливы для любых сечений, в том числе и опорного сечения при lx  . Следовательно, 

балка статически определима. 

 

Рис. 1.6  

Для второй балки (рис. 1.6, б) эти усилия не удается найти только из уравнений 

равновесия, так как неизвестны (и не могут быть найдены из уравнений равновесия) 

вертикальные усилия по концам балки. Балка статически неопределима. Для решения задачи 

необходимо рассмотреть и другие уравнения системы уравнений (1.3) – (1.5). Решение 

подобных задач в строительной механике стержневых систем будет рассмотрено в главе 6.  

Два важных практических вывода  можно сделать из рассмотренного 

примера по определению усилий в статически определимой системе: 

1. При определении усилий в статически определимой системе из 

уравнений равновесия жесткость ее стержней никак не используется. 

2. Вместо процедуры интегрирования дифференциальных уравнений 

равновесия (1.3), записанных для бесконечно малого элемента dx  с 

использованием граничных условий для стержней, искомые усилия NQM ,,  в 

любом сечении стержней статически определимой системы можно 

определить из уравнений равновесия для части конструкции, 

расположенной слева или справа от рассматриваемого сечения. 

Первый вывод очевиден, потому что в уравнения равновесия не входят 
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величины GEIA ,,,,  , входящие в физические уравнения закона Гука (1.5) и 

(через деформации) в геометрические уравнения (1.4). 

Это означает, что при определении усилий в статически определимых 

системах можно принимать любые численные значения этих параметров, 

в том числе и считать стержни абсолютно жесткими. 

Для пояснения второго вывода вернемся к рассмотрению статически 

определимой балки, изображенной на рис. 1.6, а. Рассечем балку в сечении с 

координатой x  и используем очевидный факт, который был использован и при 

составлении уравнений равновесия для бесконечно малого элемента dx : если 

находится в равновесии вся балка, то находится в равновесии и любая 

выделенная из нее часть. Тогда, например, для части балки, расположенной 

левее сечения (рис. 1.7), уравнения равновесия запишутся в виде: 

.0)5.0()(

;0)(

;0)(

2
ñëåâà

2
ñëåâà

1
ñëåâà













xxqMM

xqQZ

NxqX

c

 (1.8) 

Отсюда найдем те же усилия (1.7), которые в примере были найдены 

интегрированием уравнений (1.3): 

2
221 5.0;; xqMxqQxqN   (1.9) 

Полученные отрицательные знаки усилий показывают, что 

действительные усилия в сечении имеют противоположные направления, по 

сравнению с положительными, принятыми на  рис. 1.7. 

 

Рис. 1.7 

Искомые усилия можно определить и из уравнений равновесия для 

правой части балки. Но в этом случае необходимо вначале найти опорные 

реакции в заделке, применив уравнения равновесия для всей балки. 

Использование уравнений равновесия, как ко всей стержневой системе, 

так и к любой ее выделенной части, является одним из важнейших способов 

контроля усилий, полученных расчетом стержневых систем на ПК.  

1.8. Методы расчета стержневых систем по определению их НДС 

Решение задачи по расчету стержневой системы с целью определения ее 
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НДС начинается с выполнения следующих двух пунктов. 

1. Прежде всего, выясняется принадлежность стержневой системы к 

статически определимым или к статически неопределимым системам. Для 

этого выполняются две процедуры:  

1.1. Подсчитывается так называемая «степень статической 

неопределимости» стержневой системы. 

1.2. Проводится исследование геометрической неизменяемости 

стержневой конструкции.  

Решению этих вопросов в учебном пособии посвящен следующий раздел. 

В нем сначала рассматривается структурное образование геометрически 

неизменяемых статически определимых и статически неопределимых 

стержневых систем, а затем приводятся примеры выполнения указанной выше 

проверки.  

2. Выбирается метод решения задачи по определению НДС стержневой 

системы.  

Основными методами расчета НДС стержневых систем являются:  

2.1. Метод сил.  

2.2. Метод перемещений. 

Предварительные сведения о методе сил 

В методе сил (МС) сначала определяются усилия в опорных связях и 

внутренние усилия в любых сечениях стержней. Затем определяются 

деформации стержней и перемещения их сечений, интересующие расчетчика.  

Если стержневая система статически определима, то любые опорные 

реакции и внутренние усилия могут быть определены только из уравнений 

равновесия, применяемых как для всей стержневой системы, так и для любой 

выделенной из нее части. При этом, как видно из системы уравнений (1.3) – 

(1.5), такие характеристики стержней как их жесткости при продольных EA , 

сдвиговых GA  и изгибных EI  деформациях при определении усилий не 

используются.  

Методика рационального использования уравнений равновесия для 

определения усилий в статически определимых стержневых системах в 

зависимости их конструктивных особенностей рассмотрена в разделе 4. 

 Примечание. Следует отметить, что методику определения усилий в статически 

определимых стержневых системах с помощью уравнений равновесия обычно не называют 

«методом сил». Понятие «метод сил» относят только к статически неопределимым системам.  

После определения усилий в статически определимой системе могут быть 

определены деформации сечений стержневой системы и их перемещения. 
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Деформации определяются из уравнений закона Гука (1.5). Вопрос 

определения перемещений в статически определимых стержневых системах 

рассмотрен в разделе 5. Решение этой части задачи определения НДС 

стержневой системы возможно только при назначении указанных выше 

жесткостей продольных EA, сдвиговых GA  и изгибных EI  деформаций. 

Если стержневая система статически неопределима, то уравнений 

равновесия для определения опорных реакций и внутренних усилий в ней 

недостаточно. Для определения «лишних» неизвестных составляются 

дополнительные уравнения, связанные с рассмотрением деформаций и 

перемещений стержневой системы как линейно деформируемой системы. 

Идея метода сил расчета статически неопределимых систем и его 

алгоритм рассмотрены во второй части учебного пособия [1], а также в 

пособиях [8, 11]. 

 После определения «лишних» неизвестных с помощью уравнений 

равновесия можно найти любые опорные реакции и усилия стержневой 

системы. Затем можно определить интересующие расчетчика деформации и 

перемещения. 

Предварительные сведения о методе перемещений 

При расчете стержневой системы этим методом сначала 

определяются некоторые перемещения (о них будет сказано ниже).   

В строительной механике стержневых систем метод перемещений (МП) 

встречается в двух методических разработках.  

Первая методическая разработка метода перемещений появилась в 

период развития строительной механики, когда все расчеты, выполнялись, 

условно говоря, вручную (без использования электронных вычислительных 

машин (ЭВМ)).  

Такой метод перемещений обычно называют «классическим». Он очень 

прост и нагляден, особенно для понимания алгоритма этого метода. С ним 

можно ознакомиться в учебниках по строительной механике, выпущенных до 

2005 г. (см., например, [7]).  

Но классический МП имеет тот недостаток, что автоматизировать его с 

целью универсального применения для расчетов любых сложных стержневых 

систем на современных ПК оказалось невозможным.  

Вторая, «современная», разработка метода перемещений для 

стержневых систем появилась в связи с развитием ЭВМ и развитием 

численного метода решения различных физико-математических задач, в том 
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числе задач механики твердого деформируемого тела, который был назван 

методом конечных элементов (МКЭ).  

Применительно к рассматриваемой задаче расчета плоских стержневых 

систем стержневая система рассматривается как совокупность стержневых 

элементов конечной длины, соединенных между собою и с основанием в узлах.  

При этом МКЭ является численным методом решения системы 

уравнений (1.3) − (1.5) с заданными граничными условиями.  

Поскольку решение указанной системы уравнений можно представить в 

форме метода сил, в форме метода перемещений и в форме смешанного метода, 

когда за неизвестные принимаются и усилия и перемещения, то и численный 

метод решения этой системы уравнений МКЭ может быть представлен в этих 

же формах решения.  

Во всех имеющихся в настоящее время программах автоматизированного 

расчета сооружений на ПК методом конечных элементов используется форма 

метода перемещений. При этом полученный «современный» метод расчета 

стержневой системы может быть представлен как «Метод конечных элементов 

в форме метода перемещений» или как «Метод перемещений в форме метода 

конечных элементов». 

Идея этого метода и его алгоритм на примере плоских стержневых 

систем демонстрируются в разделе 8 данного УМК. а также, например, в 

учебном пособии авторов [4] и в учебных пособиях, написанных на кафедре  

[10 – 13] другими авторами.  

В МКЭ в форме МП за первоначальные неизвестные принимают 

перемещения узлов совокупности КЭ, на которые разбита стержневая 

система. Число неизвестных перемещений каждого узла равно числу его 

степеней свободы.  

Неизвестные перемещения узлов в расчетной схеме стержневой системы 

для МКЭ определяются решением основной разрешающей системы 

алгебраических уравнений метода перемещений.  

Затем по найденным перемещениям узлов определяются связанные с 

перемещениями усилия в сечениях по концам стержневых элементов и в других  

сечениях стержней. 

Как указывалось в начале предыдущего подраздела, прежде чем 

приступить к выбору метода расчета стержневой системы необходимо 

выяснить ее принадлежность к статически определимым или статически 

неопределимым системам. При этом исследуется и геометрическая 

неизменяемость системы. Этому вопросу и посвящен следующий раздел. 
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последовательности: 

1. Определяются опорные реакции фермы. 

2. На расчетной схеме фермы по различным признакам отмечаются все 

явно нулевые стержни. Это может упростить дальнейшее определение усилий в 

других стержнях. 

3. С учетом отмеченных нулевых стержней выбирается способ 

определения конкретного усилия, интересующего расчетчика. Способ 

вырезания узлов был только что продемонстрирован. Рассмотрим теперь 

способы сечений и комбинированный. 

Способы сечений и комбинированный 

Применим сначала способ сечений для определения усилия 1N  в ферме, 

изображенной на рис. 5.16. Будем считать, что операции по проверке 

статической определимости фермы выполнены. Определены также опорные 

реакции и отмечены (кружками) явно нулевые стержни.  

Усилие 1N  можно найти способом последовательного вырезания и 

рассмотрения равновесия узлов dcba ,,, . Можно также, проведя сечение 1-1, 

рассечь ферму на две части и определить 1N  из одного уравнения равновесия  

 

Рис. 5.16 

02 111
 hNdPMm  для части фермы справа от сечения. Это уравнение 

отражает равенство нулю всех сил, действующих не правую отсеченную часть 

фермы относительно точки 1m , которая называется моментной точкой. 

Использование из трех уравнений равновесия именно этого уравнения связано 

с тем, что в моментной точке пересекаются усилия еще двух стержней, 

попавших в разрез фермы на две части. Поскольку они, как и интересующее нас 

усилие 1N , также не известны, то возможность их исключения и связана с 

выбором этого уравнения равновесия. В результате получим: 11 /2 hPdN  . 
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момента mX 4 , по формуле (7.36) вычислить ординаты моментов на опорах 3, 2, 1, 0; 

– отложить вычисленные ординаты с учетом их знака от оси балки; 

– построить линии опорных моментов на каждом пролете.  

Результаты вычислений приведены в табл. 7.2. 

                                                                                                           Таблица 7.2 

 

В табл. 7.2 приведены также расстояния rc от левой опоры пролета до левой фокусной 

точки, вычисленные для каждого пролета по формуле (7.37). 

По вычисленным ординатам построена эпюра M (рис. 7.10). Как видно значения 

опорных моментов быстро уменьшаются с удалением от загруженной опоры. 

Все левые фокусные точки расположены в пределах левой трети соответствующих 

пролетов. 

Загружение балки опорным моментом на крайней левой опоре. 

Правые фокусные точки. Соответствующие формулы способа прогонки 

Если приложить к балке, изображенной на рис. 7.4, а, нагрузку в виде 

момента на опоре с номером 0, то вся рассмотренная выше процедура расчета 

останется без изменения, но изменятся индексы в полученных выше расчетных 

формулах способа прогонки. 

При таком варианте загружения балки эпюры моментов на свободных от 

нагрузки пролетах будут иметь вид прямых линий, пересекающих ось балки в 

правых фокусных точках, расположенных в пределах правых третей пролетов. 

Это было продемонстрировано выше на примере однопролетной балки           

(см. рис. 7.9, б).  

Процедура способа прогонки в этом варианте загружения балки опорным 

моментом на левой крайней шарнирной опоре начинается с прямой прогонки 

справа - налево по получению правых фокусных отношений по формуле: 

                             )
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При этом, поскольку для крайнего правого пролета  с крайней        

шарнирной  опорой   правое   фокусное   отношение   известно  (  1nK ),  то 
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01111 =Δ+δ pX  (7.53)
Угол 11δ  раскрытия шарнира 1 от единичного момента (см. рис. 7.20, в) 

для тонкой балки определится с учетом только изгибных деформаций балки по 
формуле Максвелла-Мора (для вычисления использован численный способ 
Симпсона при пренебрежении участка интегрирования бесконечно малой 
длины 2l ): 

∫=δ
1

2
1

11
l

dx
EI
M = )]1)(1()1)(1(4)1)(1[(

6
1 ++
EI
l =

EI
l1 . (7.54)

Угол p1Δ  раскрытия шарнира над опорой 1 от действующей нагрузки для 

тонкой балки также определится по формуле Максвелла – Мора только с 
учетом изгибных деформаций. Как и при выводе формулы трех моментов (см. 
подраздел 7.2), представим вычисление интеграла в общем виде для любой 
нагрузки с использованием способа Верещагина: 

 ∫=Δ
1

1
1

l

p
p dx

EI
MM

= 
EI

11 ⋅ω  = 
EI

1ω . (7.55)

Использование этого способа в данном примере удобно потому, что 
центру тяжести площади 1ω  эпюры pM  на пролете балки длиной 1l  при любом 

его расположении по длине пролета во вспомогательном состоянии с эпюрой 

1M  соответствует ордината равная единице (см. рис. 7.20, в). 
В результате, для лишней неизвестной 1X  при любой нагрузке 

поперечной к оси балки или в виде моментов получаем общую формулу: 

1

1
1 l

X ω
−=  (7.56)

Поскольку рассматриваемая балка однопролетная, то в дальнейшем (как 
это делалось и ранее в подразделе 7.2) произведем следующие замены в 
обозначениях величин, входящих в формулу (7.56): 

– заменим обозначение 1X  опорного момента над правой опорой в 
эквивалентном состоянии основной системы метода сил (см. рис. 7.20, б) на 
обозначение BM  опорного момента в опоре B  (см. рис. 7.18, в).  

– не будем использовать индекс 1 в обозначениях 1ω  и 1l . 
Тогда для рассматриваемого варианта нагрузки получим: 

l
M B

ω
−= . (7.57)
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Рис. 7.27 

Так как при выводе формулы трех моментов вся система уравнений 
умножалась на 6EI, то получим: 

2111 26 ll +=δ . (7.64)
В результате, при расчете рассматриваемой балки (см. рис. 7.24, б) 

оказывается возможным использование формул трех моментов, полученных в 
подразделе 7.2.  

Для балки с постоянной жесткостью пролетов и с нагрузкой на пролете l3 
симметричной относительно середины пролета (см. рис. 7.25 и рис. 7.26) при 
наличии на левом конце балки скользящей заделки можно использовать (с 
учетом формулы (7.64)) уравнение трех моментов в виде (7.17).  

С помощью этого уравнения получим систему четырех уравнений с 
четырьмя неизвестными вида (7.65). 

    1) ( 1=i в (6.17) с учетом (7.64)) 0)26( 22121 =++ XlXll ; 
    2) ( 2=i в (6.17)) 33323212 3)(2 ω−=+++ XlXllXl ; 

 3) ( 3=i в (6.17)) 34434323 3)(2 ω−=+++ XlXllXl ; 
              4) ( 4=i  в (6.17)) 0)(2 5545434 =+++ XlXllXl . 

(7.65)

Пятое уравнение метода сил в эквивалентном состоянии (см. рис. 7.26) 
отражает равенство нулю суммарного горизонтального перемещения сечения 5 
от всех лишних неизвестных и от заданной нагрузки и может быть 
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EI
X  . (7.137) 

Знак «минус» показывает, что опорный момент растягивает верхнее волокно балки в 

сечении у заделки.  

Эпюра изгибающих моментов в рассматриваемой балке приведена во втором столбце 

табл. 7.3. там же показаны опорные реакции балки при заданном внешнем воздействии в 

виде единичного вертикального перемещения ее заделки. 

В табл. 7.3 приведены также результаты расчета для однопролетной статически 

неопределимой балки с двумя заделками по ее концам от двух вариантов заданных 

единичных  перемещениях опор.  

Решение при заданном изменении температуры  

нижней и верхней сторон балки 

Предположим, что внешним воздействием на два рассматриваемых 

смежных пролета неразрезной балки является не нагрузка (см. рис 7.5) и не 

заданное перемещение опор (см. рис. 7.40), а заданное изменение температуры 

нt  и вt  соответственно нижней (н) и верхней (в) сторон балки.  

Допустим, что: материал всех пролетов балки одинаковый и имеет 

коэффициент линейного расширения материала  ; на всех пролетах балки 

0вн  tt ; продольные силы iN  в рассматриваемых смежных пролетах балки 

от единичного момента, приложенного на опоре с номером i  (см. рис. 7.5), 

равны нулю; балка считается тонкой, поэтому влияние поперечных деформаций 

балки на перемещения сечений балки, как и в случае силового воздействия на 

балку, будем  пренебрегать. 

Тогда слагаемое от температурного воздействия уравнения трех 

моментов (7.9), вычисляемое с помощью формулы Максвелла-Мора 

(умноженной на EI6 ), будет иметь вид (см. формулы (6.8) и [6.34])   

tipi EIEI ,, 66  =  
L ti dxxxMEI )()((6 . (7.138) 

Так как t  (см. (6.32)), то для используемых для двух смежных 

пролетов (см. рис. 7.5) неразрезной балки постоянной высоты h  поперечного 

сечения получим: 

tiEI ,6  =  
il

ii dxMEI (6 + 


 
1

)11
il

ii dxM . (7.139) 

 Вычисляя интегралы с использованием правила А.Н. Верещагина (см. 

формулу (6.13) ), выражение (7.139) можем представить в виде: 

piEI ,6  = )(6 11   iiiiEI . (7.140) 

Черта над обозначением площади показывает, что эта площадь относится 



 202 

не к эпюре грузового состояния, как это было при внешнем воздействии в виде 

нагрузки на пролет (см. формулу (6.13)), а к эпюре изгибающих моментов во 

вспомогательном состоянии с номером i . 

П р и м е р  2. Рассмотрим пример расчета балки, представленной в первой и второй 

строках первого столбца табл. 7.4. 

Т а б л и ц а  7.4 

Схема балки и воздействия Эпюра M и реакции 

 

 

                                 

 

 

 

   

Вычислим правую часть уравнения трех моментов, записанную для эквивалентного 

состояния основной системы балки (см. рис. 7.6), в виде (7.18), но при заданном воздействии: 

pEI ,16  = )(6 2211  EI . (7.141) 

Так как первый пролет в эквивалентном состоянии основной системы является 

фиктивным площадь и имеет бесконечно малую длину, то, обозначая 2  и 2 , 

формулу (1.141) получим в виде: 

pEI ,16  =  EI6 . (7.142) 

Так как 2/115.0 ll  , то  

pEI ,16  = lEI /3  . (7.143) 

Тогда уравнение (1.18) для рассматриваемой балки (см. рис.1.6) примет вид: 

12 Xl  = lEI /3  . (7.144) 

 Отсюда  

1X =  EI5.1 . (7.145) 

Эпюра моментов и соответствующие ей опорные реакции приведены в табл. 1.4. В 

ней приведены и результаты решения для однопролетной балки  с двумя заделками. 
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2,kM 4,154 –2,077 –8,308 –8,308 10,385 –6,923 –6,923 –3,461 0 

3,kM –1,385 0,692 2,769 2,769 –3,461 –9,692 –9,692 13,154 0 
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ikM , 4,231 8.307 2,769 2,769 10,557 1,923 1,923 13.846 0 
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ikM , –16,616 –2,115 –14.000 –14.000 –5,538 –16.615 –16.615 –4,192 –2 
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max,kM –1,931 11.403 –2,846 –2,846 13.076 –5,423 –5,423 18.673 –1 

min,kM –22,808 0,981 –19.615 –19.615 –3,019 –23.961 –23.961 0,635 –3 
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элементов с равномерно распределенной нагрузкой (на коротких консольных 
элементах значения ординат в средних сечениях элементов можно не отмечать 
(см. рис. П1.8, а).  

Чтобы изобразить эти ординаты вручную, необходимо сначала открыть 
таблицу с результатами расчета. Для этого надо выйти на схему Дерево 
проекта. 

4.3. Таблица усилий в сечениях элементов балки 
В разделе Результаты дерева проекта есть подраздел Печать таблиц. 

Если войти в этот подраздел, то откроется окно Оформление результатов 
расчета.  

Для печати таблицы усилий в намеченных сечениях балки отметим 
точкой соответствующее окно «Усилия и напряжения» и нажмем кнопку 
«Параметры вывода». Откроется дополнительная информация «Состав 
выходных таблиц».  

Последовательно заходим в имеющиеся там разделы и выполняем ряд 
операций:  

• Список элементов. Отмечаем: «Все элементы» и «ОК»;  
• Список загружений. Отмечаем «Все загружения» и «ОК»;  
• Параметры оформления. Здесь для уменьшения числа значащих цифр в 

таблице с результатами решения простых учебных задач рекомендуется в графе 
«Точность печати усилий» поставить цифру 3. Кроме того, выбрать положение 
таблицы на странице и размер шрифта. При завершении работы в окне нажать 
«ОК». 

• Выходные единицы измерения. В начале расчета были заданы входные 
единицы измерения сил: в кН. При печати результатов рекомендуется 
убедиться в том, что и полученные усилия в стержнях получатся в этих же 
единицах. При необходимости можно изменить размерность. Завершается 
работа с окном «Состав выходных таблиц» нажатием кнопки «ОК».  

После этого последовательно нажимаем кнопки «Формирование 
документа» и «Просмотр результатов». Появляется окно с таблицей искомых 
усилий QM , .  

Эта таблица может быть распечатана сразу или скопирована в отчет        
(в документ с расширением doc).  

Возможно использование этой таблицы в любое другое время, так как 
результаты расчета в программе SCAD сохраняются в папке рабочих файлов 
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 12

,C
a l1 l2 l3 l4 l5 b

D
P, G, p, / g, /

0 1 6 8.4 9 8.4 6 1 0 40 60 10 20 

1 1 7.5 9 12 9 7.5 1 1 50 100 20 40 

2 1 8.4 12 12 12 8.4 1 2 30 70 10 10 

3 1 9 9 12 9 9 1 3 20 40 10 20 

4 1 6 9 8.4 9 6 1 4 40 80 20 50 

5 1 9 6 12 6 9 1 5 40 60 10 20 

6 1 12 9 9 9 12 1 6 50 100 20 40 

7 1 12 9 12 12 9 1 7 30 70 10 10 

8 1 8 10 8 10 8 1 8 20 40 10 20 

9 1 10 8 12 8 10 1 9 40 80 20 50 

.
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.

2. D ,
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6.
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 14 

B .

2

C D q
/

P M
·

0 3 4 6 1 0 1.2 1.6 1 0 3 10 20 q, P, M 
1 3 5 4 2 1 1.2 1.0 0.8 1 4 10 30 M, q, P 
2 4 3 4 2 2 1.3 1.2 1.5 2 3 10 40 P, q, M 
3 5 3 5 3 3 1.4 1.7 1.5 3 3 10 50 q, M, P 
4 6 4 4 4 4 1.5 2 1.2 4 2 10 10 P, M, P 
5 3 5 4 1 5 2 1.2 1.6 5 2 12 20 M, q, M 
6 4 6 3 2 6 1.6 1.3 1.8 6 4 12 30 q, P, q 
7 5 3 4 3 7 1 1.4 1.2 7 4 12 40 M, P, q 
8 6 3 4 4 8 1.2 1.5 1.2 8 5 12 50 P, q, P 
9 3 4 3 2 9 1.5 1.2 1.4 9 2 12 20 P, M, q 

 15 

 [2] 

c ( / )

1
. .

.

1 – 5 

2
. .

.

5 – 50

3
. .

. . . 50 – 100 

4
- , .

.

100 – 200 

5
. . .

.

200 – 1000 

6 . 1000 – 15000 

7
. 8000 – 15000 

8 . 50 – 150 
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Определяем опорные реакции звена FD  

                       1. ∑ = 0X : 0=FH  
                   2. ∑ =FM DV  7.2 – (10·7.2) 3.6·– 36(3+8.4) = 0; DV  = 93 кН. 

                       3.∑ =Z  – (10·7.2) – 36·2 +93 + FV  = 0; FV  = 51 кН. 

Строим эпюру изгибающих моментов M  звена FD  
В соответствии с ожидаемым видом эпюры M  (см. признаки правильной 

эпюры M  и рекомендациями по ее построению в подразделе 4.1 УМК) для ее 
построения вручную наметим минимальное число сечений достаточное для 
построения эпюры. В данном случае достаточно вычислить ординаты 
эпюры в четырех сечениях: опорном сечении D  и сечениях 1, 2 и 3 в 
пролете балки. Намечаем эти сечения на расчетной схеме звена FD  (рис. 1.5). 

 

Рис. 5 

Для отражения знака изгибающего момента в рассматриваемом сечении 
нижняя сторона балки отмечена пунктиром (см. правило знаков для 
изгибающего момента и правило пунктира в подразделе 4.1). 

Из указанных четырех сечений вычислим вначале изгибающие моменты в 
опорном сечении D  и в сечении 1 в пролете балки под сосредоточенной силой: 

57 
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D : DM  = – (36·1.2) = – 43.2 · .  « » ,

.

DM ,

 ( . . 5).

 1: 1M  = + 51·3 – (10·3) 1.5 = + 108 · .·  « »

,  1 ,
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2

108 2
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2

2.43108 2
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, M .

Q FD
 1 ( .  4.2 ).
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 « ».

 2 : 2Q = +51 – (10·3) = +21 .
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Q  ( )  ( ) (

) :

, /)(2/ lMMqlQ .

 ( ) : ql =± 10·3 = ±30 ; M  = 0       

M  = +108 · ; Q =  +15 +36 = +51 ; Q ·= – 15 +36 = +21 .

 ( ) : ql  = ± 10·4.2 = ± 42 ; M  = – 43.2 · ;

M  = 108 · . Q = +21 +(-43.2 – 108)/4.2 = +21 – 36 = – 15 ;

Q ·= – 21 – 36 = – 57 .
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1.

.

2. ,

.

,

.

:  «Print Screen» ,

 «Paint», .

,

, :

3.

, . 3.1, , , ,  – ,

. 3.2. 

 WINDOWS 95, 98, 2000 

NQM ,, , .

. 3.2, 

NQM ,, . 

1.

 (5.3)  (5.4)  5.5 :

:0.1 BM lMVV P
B

o
AA / = 0.169 ql  = 33.8 .

2. 0Z : A
Po

BB VZVV = 0.181 ql  = 36.2 .

 (5.6)  5.5:

3. 0X , HHH BA .

4. 0CCC MMM :
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                  *** ***

=======================================================================
 " "

=======================================================================
:

:
: 20.000 

: 5.000 

:
 1: 0.000 < X < 5.000 
 2: 5.000 < X < 10.000 
 3: 10.000 < X < 15.000 
 4: 15.000 < X < 20.000 

:
 1  2  20.000 
 2  3  0.000 
 3  4  0.000 

:
 1  0.000 
 2  0.000 
 3  10.000 
 4  0.000 

:

   X      Y
---------------------------------------------------------
  0.00   0.00   +0.000e+00     -9.723e+00     -5.745e+01 
  1.67   1.53   -1.632e+01     -4.481e+00     -5.810e+01 
  3.33   2.78   -1.944e+01     +1.733e+00     -5.824e+01 
  4.98   3.74   -9.574e+00     +8.852e+00     -5.759e+01 
  5.02   3.76   -9.574e+00     -8.866e+00     -4.865e+01 
  6.67   4.44   -1.944e+01     -1.976e+00     -4.941e+01 
  8.33   4.86   -1.632e+01     +5.754e+00     -4.911e+01 
 10.00   5.00   +3.053e-15     +1.375e+01     -4.750e+01 
 11.67   4.86   +1.563e+01     +4.932e+00     -4.733e+01 
 13.33   4.44   +1.667e+01     -3.558e+00     -5.126e+01 
 15.00   3.75   +3.125e+00     -1.118e+01     -5.870e+01 
 16.67   2.78   -1.111e+01     -3.814e+00     -5.963e+01 
 18.33   1.53   -1.215e+01     +2.561e+00     -5.970e+01 
 20.00   0.00   +0.000e+00     +7.955e+00     -5.922e+01 

:
: 3.375e+01 
: 3.625e+01

: 4.750e+01 
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              *** ***

=======================================================================
 " "

=======================================================================
:

:
: 20.000 

:
 1: 0.000 < X < 5.000 
 2: 5.000 < X < 10.000 
 3: 10.000 < X < 15.000 
 4: 15.000 < X < 20.000 

:
 1  2  20.000 
 2  3  0.000 
 3  4  0.000 

:
 1  0.000 
 2  0.000 
 3  10.000 
 4  0.000 

:

   X      Y
---------------------------------------------------------
  0.00   0.00   +0.000e+00     +3.375e+01     +0.000e+00 
  1.67   0.00   +5.625e+01     +3.375e+01     +0.000e+00 
  3.33   0.00   +1.125e+02     +3.375e+01     +0.000e+00 
  4.98   0.00   +1.681e+02     +3.375e+01     +0.000e+00 
  5.02   0.00   +1.690e+02     +1.375e+01     +0.000e+00 
  6.67   0.00   +1.917e+02     +1.375e+01     +0.000e+00 
  8.33   0.00   +2.146e+02     +1.375e+01     +0.000e+00 
 10.00   0.00   +2.375e+02     +1.375e+01     +0.000e+00 
 11.67   0.00   +2.465e+02     -2.917e+00     +0.000e+00 
 13.33   0.00   +2.278e+02     -1.958e+01     +0.000e+00 
 15.00   0.00   +1.812e+02     -3.625e+01     +0.000e+00 
 16.67   0.00   +1.208e+02     -3.625e+01     +0.000e+00 
 18.33   0.00   +6.042e+01     -3.625e+01     +0.000e+00 
 20.00   0.00   +0.000e+00     -3.625e+01     +0.000e+00 

:
: 3.375e+01 
: 3.625e+01 

=======================================================================
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f
MH

o
C =

l
ql

25.0

0595.0 2

=0.238ql  = 47.6 .

,

  ARKA,  

.

2.

NQM ,,

NQM ,, , 

 ARKA,  (5.7)-(5.9) 

 5.5 :

.

1.  ( ,  – 

), ,

 ARKA , .

2.  3-

 2  7  10  ( . . 3.1, ) [7].

, ,

 ( . 3.1).

 3.1 

x y  (z) tg sin cos M Q
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В соответствии с первыми двумя цифрами заданного четырехзначного 

цифрового шифра ABCD из табл. 10 сборника заданий (см. приложение 3 к 

УМК или [6]) находим заданную расчетную схему неразрезной балки. 

Значения длин пролетов и консоли выбираем по третьей цифре шифра из     

табл. 12. Получаем схему, изображенную на рис. 5.1.  

 
Рис. 5.1 

На балку действует постоянная и временная статические нагрузки, схема 

действия которых на пролеты балки (рис. 5.2, а) выбрана из табл. 11 по 

последней цифрой шифр. На консоли эти нагрузки, в соответствии с 

приведенными в задании методическими рекомендациями, заданы по схеме, 

изображенной на рис. 5.2, б). 

 Значения распределенной постоянной нагрузки, кН/м, и 

сосредоточенных временных нагрузок, кН, взяты из табл. 12 также по 

последней цифре шифра.  

 
Рис. 5.2 

В связи с тем, что временная нагрузка на пролетах и на консоли балки 

может действовать в различных вариантах сочетания (см. раздел 9 УМК), 

усилия в сечениях балки будут изменяться в зависимости от выбранных 

сочетаний положения временных нагрузок.  

В задании требуется: для любого сечения найти максимальные и 

минимальные ( maxM  и minM ) значения изгибающих моментов и построить 

соответствующие огибающие эпюры. 

Решение выполним на ПК с использованием МКЭ (см. раздел 8 УМК), 

алгоритм которого реализован с помощью программы SCAD. 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ МКЭ НА ПК 

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПРОГРАММЫ SCAD 

Сначала выполним следующие предварительные действия, необходимые для начала 

работы на ПК с использованием программы SCAD. 

1.5 

б) p=10 

l/3 l/3 l/3 

а) G=20 G=20 

1.5 6 6 
6 
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1. Анализ расчетной схемы балки с точки зрения ее статической определимости 

или неопределимости и геометрической неизменяемости 

1.1. Подсчитываем степень статической неопределимости балки: 

)3( ш1оп nnn  = 6 – (3+0) = 3. 

Заданная неразрезная балка имеет три лишних неизвестных по сравнению с 

имеющимся числом уравнений равновесия.  

1.2. Исследуем геометрическую неизменяемость конструкции 

С точки зрения числа связей, необходимых для образования геометрически 

неизменяемой конструкции, имеются три лишних связи. 

Действительно, балка была бы геометрически неизменяемой системой, даже если она 

была бы прикреплена к неподвижному жесткому основанию только защемляющей опорой 

(три связи). Тем более она остается геометрически неизменяемой при прикреплении балки 

еще тремя вертикальными опорными связями. 

Таким образом, заданная балка является трижды статически неопределимой 

геометрически неизменяемой системой. 

2. Составим вручную расчетную схему балки дл использования МКЭ 

Перед использованием программы SCAD, которая реализует алгоритм МЕЭ в форме 

метода перемещений, разобьем балку на стержневые конечные элементы типа 2 (SCAD). 

При этом, как это делалось ранее и при расчете статически определимых шарнирных балок, в 

местах приложения сосредоточенных сил временной нагрузки наметим узлы КЭ (рис. 5.3). 

 

Рис.5.3 

3. Запускаем программу SCAD и выполняем расчет балки  

3.1. При построении расчетной схемы МКЭ по программе SCAD, как и в случае 

шарнирной балки, используем типовую расчетную схему плоской рамы (см. методические 

указания, приведенные в приложении 1 к УМК). 

3.2. При задании жесткостей конечных элементов использованы рекомендации 

подраздела 3.6 и приложения 1 УМК. 

3.3. Рассмотрены загружения 5,..2,1i  балки: 

1i . Постоянная нагрузка 10p кН расположена на всех пролетах и на консоли (на 

всех десяти КЭ). 

4,3,2i . Временной нагрузкой 20G кН загружен только пролет балки с номером 

1i  (отсчет слева направо). 

5i . Временной нагрузкой 20G кН загружена только консоль балки (десятый КЭ 

балки). 

3.4. Полученные в результате расчета эпюры изгибающих моментов iM  были 

сохранены в папке SWORK, а затем вставлены как рисунки в данный отчет (рис. 5.4).  

11 

(10) (9) (8) (7) (6) (5) (4) (3) 

2 

6 

(2) (1) 

10 9 8 7 5 4 3 2 1 

2 2 2 2 2 2 2 2 1.5 

Z 
X 
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30.72 

10 10.72 

28.55 

9.28 7.11 
13.19 

35.04 

11.25 

 

 

 

 

 

20.81 
12.88 

7.11 

21.85 

4.61 
7.18 

2.05 

3.08 2.05 1.02 

1.54 

2) 

9.23 

4.61 

9.23 

18.46 

22.56 
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15.38 
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7.69 
5.13 

7.69 
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17.3 

30 

15 10.96 
4.61 
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16.92 
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3) 

4) 

5) 
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20.51 
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12.3 
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3.08 

3.08 
1.54 

6.15 
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3.5. Значения ординат этих эпюр взяты из таблицы усилий, полученной в результате 

расчета по программе SCAD. Эта таблица в скопированном и отредактированном виде 

представлена в виде табл. 5.1. 

Таблица 5.1 
-------------------------------------------------------------------------------- 

| 002_     1-1    1-2    2-1    2-2    2-3    3-1    3-2    4-1    4-2    5-1  | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

|   1 -      ( 1.пост р=10)                                                    | 

|  M    -30.72  10.    10.    15.36   10.72  10.72 -28.55 -28.55  9.278  9.278 | 

|   2 -      ( 2 пролет1 G=20)                                                 | 

|  M    -33.84  13.33  13.33   16.92  20.51  20.51 -12.3  -12.3  -7.179 -7.179 | 

|   3 -      ( 3 пролет2 G=20)                                                 | 

|  M     9.23                 -4.615 -9.23  -9.23  -18.46 -18.46  22.56  22.56 | 

|   4 -      ( 4 пролет3 G=20)                                                 | 

|  M    -3.076                 1.538  3.076  3.076  6.153  6.153 -3.076 -3.076 | 

|   5 -      ( 5 консоль G=20)                                                 | 

|  M     1.153                -.5769 -1.153 -1.153 -2.307 -2.307  1.153  1.153 | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

maxM    -20.34  23.33  23.33  33.82  34.31  34.31  -22.4  -22.4   32.99  32.99 

-------------------------------------------------------------------------------- 

minM    -67.64   10     10     10.17  0.34   0.34  -61.62  -61.62 -0.98  -0.98 

 ------------------------------------------------------------------------------- 

 

-------------------------------------------------------------------------------- 

| 002_      5-2    5-3    6-1    6-2    7-1    7-2    8-1    8-2    8-3    9-1   

-------------------------------------------------------------------------------- 

|   1 -      ( 1.пост р=10)                                                    | 

|  M     13.19  7.115  7.115 -35.04 -35.04  12.88  12.88  21.85  20.81  20.81  | 

|   2 -      ( 2 пролет1 G=20)                                                 | 

|  M    -4.615 -2.051 -2.051  3.076  3.076  2.051  2.051  1.538  1.025  1.025  | 

|   3 -      ( 3 пролет2 G=20)                                                 | 

|  M     23.07  23.59  23.59 -15.38 -15.38 -10.25 -10.25 -7.692 -5.128 -5.128  | 

|   4 -      ( 4 пролет3 G=20)                                                 | 

|  M    -7.692 -12.3  -12.3  -21.53 -21.53  25.64  25.64  29.23  32.82  32.82  | 

|   5 -      ( 5 консоль G=20)                                                 | 

|  M     2.884  4.615  4.615  8.076  8.076 -4.615 -4.615 -10.96 -17.3  -17.3   | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

maxM     39.14  35.31 35.31  -23.89 -23.89  40.57  40.57  52.62  54.65   54.65 

-------------------------------------------------------------------------------- 

minM     0.88   -7.24 -7.24  -71.95 -71.95  -1.98  -1.98   3.20  -1.62   -1.62 

-------------------------------------------------------------------------------- 

 

-------------------------------------------------------------------------------- 

|   2_      9-2   10-1   10-2   10-3                                           | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

|   1 -      ( 1.пост р=10)                                                    | 

|  M    -11.25 -11.25 -2.812                                                   | 

|   2 -      ( 2 пролет1 G=20)                                                 | 

|   3 -      ( 3 пролет2 G=20)                                                 | 

|   4 -      ( 4 пролет3 G=20)                                                 | 

|   5 -      ( 5 консоль G=20)                                                 | 

|  M    -30.   -30.   -15.                                                     | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

maxM    -11.25  -11.25   -2.81    0    

-------------------------------------------------------------------------------- 

minM     -41.25  -41.25  -17.81   0 

-------------------------------------------------------------------------------- 
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3.6. По полученным ординатам maxM  и  minM  построены огибающие эпюры изгибающих 

моментов (рис. 5.5). Здесь же показана и эпюра pM  от постоянной нагрузки. 

Методические указания для учащегося: 

Эпюры на рис. 5 построены с помощью стандартной программы Microsoft Excel. Для 

построения графиков в виде точечных кривых использован Мастер диаграмм.  Учащийся 

может использовать для этого и другие возможности. 
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На рис. 5.5 эпюры pM  , maxM  и  minM отмечены соответственно значками ромба, 

квадрата  и треугольника. Поставленное задание выполнено. 

 

 

Рис. 5.5 
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В соответствии с заданием для работы 6 (см. приложение 2 к данному 

УМК) рассмотрим неразрезную балку из задания 5 (см. рис. 5.1 в отчете 

предыдущей работы), когда загружен только один из ее пролетов или консоль. 

В данной работе выберем вариант загружения 3 неразрезной балки временной 

нагрузкой (см. рис. 5.4 в предыдущем отчете со схемой загружения пролетов 

балки временной нагрузкой в виде двух сосредоточенных сил 20G  кН).  

Таким образом, будем рассматривать вариант загружения неразрезной 

балки, приведенный на рис. 6.1, а  данного отчета. 

 

 
Эпюра изгибающих моментов для этого загружения была построена в 

предыдущем задании в результате расчета балки МКЭ в форме метода 

перемещений, реализованного на ПК с использованием программы SCAD   

(рис. 6.1,б). 

В данном задании требуется построить эту эпюру: 

1) методом сил с использованием обычного составления и решения 

системы уравнений трех моментов; 

2) методом сил с использованием для решения системы уравнений трех 

моментов способа «моментных фокусных отношений». 

3) Выполнить сопоставление эпюр M , полученных разными способами. 

Примечание. Учащимся рекомендуется ознакомиться в разделе 1 УМК и с решением 

этой задачи графическим способом С.С.Голушкевича. В данном отчете это решение также 

приведено. 

9.23 

18.46 

22.56 
23.59 

15.38 

Рис. 1 Рис. 6.1 

G = 20 

l4 = 6 l3 = 6 

4 3 2 1 

1.5 
l2 = 6 

б) 

а) 
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1.ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮРЫ М МЕТОДОМ СИЛ 

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ОБЫЧНОГО СОСТАВЛЕНИЯ И РЕШЕНИЯ 

СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ТРЕХ МОМЕНТОВ 

Выполним этот расчет в соответствии с методикой, приведенной в 

подразделе 1.2 в данной  части УМК и в подразделе 6.2 в [1]. 

1.1. Подсчитываем степень статической неопределимости балки: 

3)03(6)3( 1шоп  nnn  

Балка три раза статически неопределима, так как общее число усилий в 

опорных связях балки (шесть) на три превышает общее число уравнений 

равновесия (три), которые можно записать для определения опорных реакций 

балки в условиях плоской задачи.  

В методе сил для определения «лишних» неизвестных составляются n  

дополнительных уравнений. Это делается с помощью эквивалентного 

состояния основной системы метода сил (см. раздел 1). Для неразрезной балки 

наиболее рациональной основной системой является основная система в виде 

цепочки простых балок (см. рис. 1.4, б в подразделе 1.2 УМК). 

1.2. Составляем эквивалентное состояние рациональной основной 

системы метода сил для неразрезной балки (рис. 6.2). 

 

1.3. Составляем систему уравнений метода сил для определения 

лишних неизвестных Xi  (i=1, 2, 3) 

Эти уравнения получаются из эквивалентного состояния основной 

системы из условий 0i , где 3,2,1i , равенства нулю «углов раскрытия» 

шарниров над опорами. Используем принцип независимости действия сил для 

линейно-деформируемой системы и закон Гука, и получим систему уравнений 

метода сил для определения лишних неизвестных.  

В подразделе 1.2 данной части УМК показано, что каждое уравнение для 

неразрезной балки на жестких опорах будет содержать только три опорных 

момента и для балки с постоянной жесткостью на всех пролетах и 

3 2 1 

Рис.2 

0 

20 1X  1X
2X  

2X  3X  3X  

4 

1i

 
3i

 

2i

 

Рис. 6.2 

Э 

01   
02   03   

б.м.1 l  62 l  63 l  64 l  
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симметричной (относительно середины пролета) нагрузкой на пролетах в 

общем случае имеет вид «уравнения трех моментов» (1.17)  

На эквивалентном состоянии основной системы (см. рис. 6.2) показано 

как это общее уравнение позволяет записать любое уравнение системы 

уравнений метода сил: необходимо в общем уравнении номер уравнения i  

принять равным номеру средней опоры двух смежных пролетов, три 

опорных момента которых входят в составляемое уравнение. 

В данном примере балки получаем следующую систему трех уравнений с 

тремя неизвестными опорными моментами: 

).(3)(2:0.3

);(3)(2:0.2

);(3)(2:0.1

4344343233

3233232122

2122121011













XlXllXli

XlXllXli

XlXllXli

 (6.1) 

Здесь, кроме величин, обозначения которых известны (см. рис. 6.2), 

входят величины i  площадей эпюр изгибающих моментов на пролетах с 

номером i  от заданных на пролеты внешних нагрузок (см. схемы нагрузок в 

табл. 12 сборника заданий в приложении 1 данной части УМК). 

Для вычисления этих площадей составим грузовое состояние 

выбранной основной системы заданной балки и построим эпюру pM .     

(рис. 6.3). Значения площадей эпюры pM  для нагрузок на пролеты балки, 

используемых в задании 5 (см. табл. 12 в приложении 1 УМК) приведены на 

рис 1.6 в разделе 1 УМК.  

 

Рис. 6.3 

Подставляя численные значения известных величин, входящих в систему 

уравнений (6.1) и учитывая, что 1l  является бесконечно малой величиной, 

которой пренебрегаем, получим систему уравнений в виде: 

.4806246:0.3

;4806246:0.2

;0612:0.1
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В матричной форме записи эта система уравнений имеет вид: 

pdDx  , (6.3) 

где 





































2460

6246

0612

333231

232221

131211







D  (6.4) 

представляет собой матрицу податливости выбранной основной системы 

неразрезной балки (матрицу влияния лишних неизвестных на соответствующие 

им перемещения). Каждый элемент ki  столбца i  этой матрицы физически 

является взаимным углом поворота сечений балки, подходящих к опоре k  во 

вспомогательном состоянии i  основной системе балки, вызванным действием 

двух единичных моментов, приложенных на опоре i  основной системы вместо 

соответствующего неизвестного опорного момента iX . Матрица D  

симметрична, так как ikki   . 
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x

X

X

X

 (6.5) 

является вектором искомых лишних неизвестных, соответствующих выбранной 

основной системе неразрезной балки, представляющих собой опорные моменты 

неразрезной балки;  
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является вектором свободных членов системы уравнений трех моментов, 

каждый элемент kp  которого представляет собой известный взаимный угол 

поворота сечений балки, подходящих к опоре k  в грузовом вспомогательном 

состоянии основной системы балки, вызванный заданными внешними 

нагрузками на пролетах (не лишними неизвестными). 

1.4.Решаем систему алгебраических уравнений и определяем вектор 

искомых лишних неизвестных: 
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Как видим, опорные моменты в неразрезной балке при рассматриваемом 

загружении (см. рис. 6.1, а), а значит и окончательная эпюра изгибающих 

моментов, полученные расчетом балки методом сил, полностью совпадают с 

аналогичными результатами, полученными в предыдущем задании 5 расчетом 

балки МКЭ в форме метода перемещений, реализованным на ПК с 

использованием программы SCAD (см. рис. 6.1, б). 

2. ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮРЫ М МЕТОДОМ СИЛ 

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ДЛЯ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ТРЕХ 

МОМЕНТОВ СПОСОБА «МОМЕНТНЫХ ФОКУСНЫХ ОТНОШЕНИЙ» 

В подразделах 1.3 и 1.4 УМК показано, что систему уравнений трех 

моментов при загружении только одного пролета неразрезной балки с номером 

r  можно решить, используя левые фокусные отношения опорных моментов на 

незагруженных пролетах слева от загруженного и правые фокусные отношения 

на незагруженных пролетах справа от загруженного. 

При этом оказывается возможным построить следующий алгоритм 

получения решения системы уравнений трех моментов (табл. 6.1). 

                                                                                                                    Таблица 6.1 

Вычисляемые величины Номера r  пролетов балки в основной системе (см. рис. 6.2) 

1 2 3 4 

rrr lEIi /  1i  12 i  13 i  14 i  

)
1

2(2
11 


rr

r
r

Ki

i
K  1K  22 K  5,33 K  965.34 K  

)
1

2(2
11  


rr

r
r

Ki

i
K   75,32 K  43 K  4K  

Вычисляемые опорные 

моменты, кНм 

Номера k  опор балки в основной системе (см. рис. 6.2) 

1 2 3 4 

kX  1X 9.23 46.182 X  38.153 X  04 X  

Примечания к табл. 6.1:  

1. Величины в затененных прямоугольниках являются исходными величинами для 

расчетов левых и правых фокусных отношений. 

2. При вычислении опорных моментов сначала вычисляются левый и правый опорные 

моменты на загруженном пролете. В табл. 6.1. они отмечены незатененными 

прямоугольниками. 

2.1. Определяются погонные жесткости ri  для всех пролетов 

основной системы метода сил балки. В нашем примере неразрезной балки 

(см. рис. 6.1) 4,3,2,1r  (рис. 6.2).  

Так как длина первого пролета основной системы балки бесконечно 

малая величина, то погонная жесткость первого пролета имеет бесконечно 
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большое значение ( 1i ).  

Жесткости на изгиб всех пролетов заданной балки равны друг другу и 

равны EI . Эта величина при решении системы уравнений метода сил для 

определения лишних неизвестных сокращается, поэтому может быть принята 

равной любому значению. При одинаковой длине пролетов заданной 

неразрезной балки (см. рис. 6.1) равной 6 м при вычислении погонных 

жесткостей примем 6 EIEIr . Тогда погонные жесткости пролетов будут 

равны единице (см. табл. 6.1).  

2.2. По формуле  

)
1

2(2
11 


rr

r
r

Ki

i
K  (6.8) 

по известному левому фокусному отношению 1rK  для пролета 1r  

определяем левое фокусное отношение rK  для пролета r .  

Процедура начинается с самого левого пролета основной системы    

(см. рис. 6.2), т.е. в нашем примере – с пролета 11r , для которого левое 

фокусное отношения моментов известно:  01011 XXXK . В результате 

последовательно (слева направо) получаем значения левых фокусных 

отношений  

965.35.32 4321  KKKK  (6.9) 

для всех пролетов балки (см. табл. 6.1). 

2.3. По формуле  

)
1

2(2
11  


rr

r
r

Ki

i
K  (6.10) 

по известному правому фокусному отношению 1rK  для пролета 1r  

определяем правое фокусное отношение rK   для пролета r . 

 Процедура начинается с самого правого пролета основной системы 

11  nr , где n  степень статической неопределимости неразрезной балки, 

т.е. в нашем примере – с пролета 411  nr  (см. рис. 6.2), для которого 

правое фокусное отношение  03434 XXXK . В результате 

последовательно (справа налево) на пролетах балки с номерами 4, 3, 2 получаем 

значения правых фокусных отношений (см. табл. 6.1): 

 432 475.3 KKK . (6.11) 

. Пролет с номером 1 является фиктивным пролетом, заменяющим заделку, и 

при определении правых фокусных отношений не рассматривается.  
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2.4. По формулам (7.41) в разделе 7.4 УМК 

)1(

)1(3
1

kkk

kk
k

KKl

K
X







;   

)1(

)1(3

kkk

kk
k

KKl

K
X







. (6.12) 

на загруженном пролете 3k  определяем опорный момент 21 XX k   на 

левой и опорный момент 3XX k   на правой опорах пролета: 

46.18
13

240

)5.341(6

)14(1603
2 




X  кНм;    

38.15
13

200

)5.341(6

)15.3(1603
3 




X  кНм. 

(6.13) 

2.5. По формуле  

rrr KXX 1  (6.14) 

по правому опорному моменту rX  для незагруженного пролета r , 

расположенного левее загруженного пролета, и по левому фокусному 

отношению rK  определяется левый опорный момент 1rX  для 

незагруженного пролета r .  

Правый опорный момент rX  на первом пролете с номером r  слева от 

загруженного пролета известен, так как он равен левому опорному моменту 

1kX  на загруженном пролете с номером k , определенному по первой  

формуле (6.12). 

Для данного примера загруженным пролетом является пролет 3k , а 

первым слева незагруженным пролетом – пролет 2r . Известным опорным 

моментом 1 kr XX  является момент 46.1821   XXX kr  кНм. Тогда по 

формуле (6.14) находим: 

23.9246.18221  KXX  кНм. (6.15) 

2.6. По формуле  

rrr KXX  1  (6.16) 

по левому опорному моменту 1rX  для незагруженного пролета r , 

расположенного правее загруженного пролета, и по правому фокусному 

отношению rK   определяется правый опорный момент rX  для 

незагруженного пролета r .  

Левый опорный момент 1rX  на первом пролете справа от загруженного 

пролета известен, так как он равен правому опорному моменту kX  на 

загруженном пролете k , определенному по второй формуле (6.12). 
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Для данного примера загруженным пролетом является пролет 3k , а 

первым справа незагруженным пролетом – пролет 4r . Известным опорным 

моментом kr XX 1  является момент 38.1531  XXX kr  кНм. Тогда по 

формуле (6.14) находим: 

038.15434  KXX . (6.17) 

Как видим, опорные моменты в неразрезной балке при рассматриваемом 

загружении (см. рис. 6.1, а), а значит и окончательная эпюра изгибающих 

моментов, полученные расчетом методом сил с использованием фокусных 

отношений, полностью совпадают с аналогичными результатами, полученными 

предыдущим расчетом методом сил и расчетом балки МКЭ в форме метода 

перемещений, реализованным на ПК с использованием программы SCAD       

(см. рис. 6.1, б). 

3. ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮРЫ M 

ГРАФИЧЕСКИМ СПОСОБОМ «ФОКУСНЫХ ТОЧЕК» 

С.С. ГОЛУШКЕВИЧА 

Идея способа и процедура расчета неразрезной балки этим способом описаны в 

подразделе 7.5 УМК.  

Определяем левые и правые фокусные точки  

на пролетах заданной неразрезной балки (рис. 6.4, а). 

С этой целью: 

1. Заданная неразрезная балка изображается в выбранном масштабе (рис. 6.4, а).  
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2. Пролеты балки делятся на три равные части и в третях пролетов, ближайших к 

внутренним опорам балки, в выбираемом масштабе откладываются (так как это показано на 

рис. 6.4, а) отрезки, равные погонным жесткостям соответствующих пролетов. В нашем 

примере погонные жесткости для пролетов приведены в табл. 6.1. 

3. На крайнем левом пролете балки отмечаем известную левую фокусную точку. В 

нашем примере такой точкой является точка 2F , расположенная (см. раздел 7 УМК) на 

расстоянии равном одной трети длины пролета 2l  от заделки  (см. рис. 6.4, а). 

4. Загрузим балку справа фиктивным моментом пр
фM (см. рис. 6.4, а) и применим 

«теорему об узле» к опоре 2 балки. Подберем фиктивный момент так, чтобы в крайнем левом 

пролете прямолинейная эпюра M , (она на рис. 6.4, а изображена сплошной линией) 

проходящая по основному свойству фокусных точек через левую фокусную точку 2F , в 

соответствии с «теоремой об узле» прошла бы и через конец отрезка, отложенного в трети 

пролета ближайшей к опоре 2 и численно равного погонной жесткости этого пролета.  

Тогда (в соответствии с «теоремой об узле») на соседнем пролете прямолинейная эпюра M  

(она  на  рис. 6.4, а также  изображена сплошной линией)  пройдет  и  через  конец отрезка, 

отложенного в трети пролета ближайшей к опоре 2 и численно равного погонной жесткости 

этого пролета.  

Очевидно (по основному свойству фокусных точек (см. подраздел 7.5 УМК), что 

точка 3F  пересечения этой фиктивной эпюры моментов с осью балки на пролете с номером 3 

будет левой фокусной точкой (ф.т.)этого пролета.  

Повторив этот алгоритм для опоры 3 (фиктивный момент 
пр
фM  будет другим), по 

найденной левой фокусной точке 3F  найдем положение левой ф.т. 4F  (см. рис. 6.4, а). 

5. Применив аналогичный алгоритм для правых ф.т., по известной правой ф.т. 4F   для 

крайнего справа пролета 4 последовательно определим правые ф.т. для пролетов 3 и 2: 

234 FFF  (построения на рис. 6.4, а штриховыми линиями с использованием фиктивных  

моментов 
л
фM ). 

Определяем ординаты FrM  и rFM   л.о.м. балки в сечениях,  

совпадающих с левыми и правыми фокусными точками пролетов 

1. Заданная неразрезная балка изображается в выбранном масштабе (рис. 6.4, б).  

2. Пролеты балки делятся на три равные части и в третях пролетов с номером r  в 

выбираемом масштабе откладываются (так как это показано на рис. 6.4, б) отрезки, равные 

ординатам r  и r  л.о.м. в однопролетной балке с защемленными концами при заданной 

конкретной нагрузке и при длине пролета равной пролету r  заданной неразрезной балки,  

На незагруженных пролетах неразрезной балки отрезки r  и r  равны нулю, а на 

загруженном пролете ( 3r ) эти ординаты можно взять, например, из табл. 7.1 в разделе 7 

УМК. Из этой таблицы следует, что 3  = 3 =  = 9/2Gl = 9/6202   = – 26.67 кНм. 

3. Обратим внимание на то, что на крайнем левом пролете неразрезной балки с 

номером r  ордината л.о.м. FrM  в сечении, совпадающем с левой фокусной точкой rF  

всегда известна. В нашем примере этот пролет незагружен, поэтому ордината 2FM = 0 
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(прямая линия эпюры M на незагруженном пролете, расположенном слева от загруженного 

пролета, всегда пройдет через левую ф.т.).  

По этой ординате, применив к пролетам 2 и 3 с помощью фиктивного момента пр
фM  

«теорему о стержне» и использовав основное свойство фокусных точек, можно графическим 

приемом найти ординату 3FM  л.о.м. на пролете 3 в сечении, соответствующем левой ф.т. 3F . 

Подберем фиктивный момент пр
фM  так, чтобы сечение балки над опорой 2, 

повернувшееся от заданной на пролете 3 нагрузки на какой-то угол )(2 G , повернулся на 

такой же угол, но в обратную сторону, т.е. повернулся на угол )()( 2
пр
ф2 GM  . 

При таком воздействии сечение балки над опорой 2 не будет поворачиваться, что 

равносильно образованию в этом сечении защемления («заделки»). В этом случае на 

незагруженном пролете 2 с защемляющими опорами в узлах 1 и 2 л.о.м. фиктивой эпюры 

фM , соответствующей действию на балку заданной реальной нагрузке и будет 

фиктивного момента 
пр
фM  будет нулевой, а на пролете 3 л.о.м. фиктивной эпюры фM  

пройдет (в соответствии с «теоремой о стержне») от нулевой ординаты в опоре 2 

через конец ординаты 67.263   кНм (сплошная линия на рис. 6.4, б, идущая от опоры 2).  

Приложение фиктивного момента 
пр
фM  в соответствии с основным свойством 

фокусных точек не влияет на изгибающие моменты в сечениях балки, совпадающими с 

левыми ф.т. Это означает, что ордината 3FM  (см. рис. 6.4, б) построенной фиктивной эпюры 

фM  будет являться искомой ординатой л.о.м. реальной эпюры M , соответствующей только 

заданной реальной нагрузке на балку. 

4. Аналогичный алгоритм применим для определения ординаты 4FM  л.о.м. реальной 

эпюры M  в сечении балки, соответствующей левой ф.т. 4F  по только что найденной 

ординате 3FM  в сечении с левой ф.т. 3F . Как и в при определении ординаты 3FM  фиктивная 

эпюра фM  на рис. 6.4,б показана тонкой сплошной линией. 

5. Алгоритм определения ординат л.о.м. реальной эпюры M  в сечениях балки 

правыми ф.т. в нашем примере начинаем с помощью известной ординаты 04 
FM , 

соответствующей центру шарнира шарнирной опоры 4, где расположена правая ф.т. 4F  .  

Фиктивные эпюры фM , построенные с помощью фиктивного момента 
л
фM  на         

рис. 6.4, б изображены тонкими штриховыми линиями. По известной ординате 04 
FM  с 

помощью фиктивной эпюры, построенной на пролетах 4 и 3, определена ордината л.о.м. 

3FM   действительной эпюры M , а по ординате 3FM   с помощью фиктивной эпюры фM , 

построенной на пролетах 3 и 2 определена ордината 2FM  . 

Строим л.о.м. и определяем опорные моменты искомой эпюры M  

Через концы найденных ординат FrM  и FrM   проводятся л.о.м. на каждом пролете 

балки (жирные штриховые прямые линии на рис. 6.4, б).  

Контролем правильности графических построений (графического расчета балки) 
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является пересечение л.о.м. на двух смежных пролетах точно на вертикалях, совпадающих с 

соответствующими опорными сечениями балки, так как ординаты rX  л.о.м. ( 4,3,2,1r ) 

должны получиться для обоих смежных пролетов одинаковыми. 

В нашем примере это соблюдается. При этом (в выбранном для ординат 3  = 3 = 

26.67 кНм масштабе) получаем следующие приближенные значения опорных моментов 

(округляем до целых значений): 

1X 9; 182 X ; 163 X ; 04 X . (6.18) 

Строим окончательную эпюру M  

Ординаты окончательной  эпюры M  получаются как сумма соответствующих 

ординат двух эпюр, построенных в одном масштабе: 

)( эпюра)л.о.м.( эпюра эпюра pMMM  , (6.19) 

где  

  )л.о.м.( эпюра M – только что построенная эпюра (см. рис. 6.4, б); 

)( эпюра pM – эпюра в грузовом состоянии основной системы метода сил для 

неразрезной балки в виде цепочки простых балок, построенная на рис. 6.3; 

эпюра М , построенная графическим способом, будет иметь вид, который изображен 

на рис. 6.1, б.  

Большая приближенность графического способа позволила все же получить значения 

ординат эпюры М  достаточно близкие к результатам, полученным при расчете балки 

методом сил и методом перемещений в форме МКЭ. 

Заключение 

Поставленная задача построения эпюры M в заданной балке различными 

способами и сопоставление полученных этими способами результатов расчета 

выполнена. 
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В соответствии с заданием 7 (см. приложение 2 к УМК) по цифровому 

шифру ABCD изображаем (размеры в метрах) схему балки (рис. 7.1, а).  

Железобетонная балка из тяжелого бетона класса В25 расположена на 

грунтовом основании модели Винклера с коэффициентом постели грунта         

c  = 5 МПа/м = 5000 кН/м
3
 (см.  табл. 15 в сборнике заданий). 

 

 
 Требуется выполнить расчет балки от заданной нагрузки на ПК с 

использованием программы SCAD, реализующей МКЭ в форме метода 

перемещений, и представить следующие результаты: 

1. Эпюру осадок )(xw  балки с указанием характерных ординат эпюры 

осадок в узлах сетки КЭ.  

2. Эпюры реактивного давления )(xr грунтового основания на балку и 

давления )(xf  балки на грунтовое основание с указанием характерных ординат 

эпюр давления в тех же узлах (см. линейную зависимость (4.6) в разделе 4 

УМК). 

3. Эпюры M и Q в балке от заданной на нее нагрузки и реактивного 

давления основания с указанием характерных ординат эпюр. 

Требуется также выполнить контроль приведенных эпюр, 

проанализировав их вид и соответствие заданным нагрузкам и друг другу. 

Примечание. Вопрос о расчете балки от собственного веса в задании не 

рассматривается, поскольку он связан с технологией возведения балки на поверхности 

грунтового основания. Для пояснения этого рассмотрим следующие два варианта 

«появления» балки на поверхности грунтового основания: 

1. Балка была где-то изготовлена. Затем, после достижения необходимой прочности 

железобетона, балка была доставлена на место и положена сразу в целом виде на 

3.6 5 4 

24 кН/м 
150 кНм 

б) 
90 кН 

Рис. 7.1 

3.6 5 4 

0.7 
1.2 

0.6 
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предварительно подготовленную поверхность грунтового основания. В этом случае 

собственный вес балки в ее расчетной схеме может быть приложен как нагрузка на линейно-

деформируемую систему «балка-основание» (рис. 7.1, б).  

2. Балка изготовлена как монолитная железобетонная конструкция прямо на месте ее 

установки: установили арматурный каркас балки, изготовили опалубку и, заливая бетон в 

опалубку балки, изготовили монолитную железобетонную балку.  

При таком способе возведения балки ее собственный вес прикладывать к расчетной 

схеме балки, изображенной на рис. 7.1.б, нельзя. В этом варианте возведения балки можно 

приближенно считать, что собственный вес заливаемого в опалубку бетона передастся на 

основание как вес равномерно распределенной массы тяжелой жидкости с объемным весом 

жидкого ж/бетона. Сама же балка после затвердения бетона испытывать деформации и 

усилия от собственного веса не будет. Могут быть рассмотрены и другие схемы, 

учитывающие условия возведения балки. 

Рассмотренный вопрос относится к проблеме составления расчетных схем 

строительных конструкций и сооружений с учетом последовательности их возведения и в 

данном задании не рассматривается.  

Последовательность расчета  

1. Перед началом работы на компьютере вручную на листе бумаги 

составляем расчетную схему балки, разбив ее на конечные элементы (КЭ)   

типа 2. При этом рекомендуется в местах приложения сосредоточенных сил и 

моментов намечать узлы КЭ (рис. 7.1, б).  

Примечание. 

Оси балок на участках с разной высотой сечения не лежат на одной прямой, поэтому в 

сечениях на границах участков должны быть поставлены жесткие вставки между концами 

осей на соседних участках (это продемонстрировано на примере стойки рамы в приложении 

3). Но так продольные нагрузки и усилия на балке отсутствуют, то эпюры изгибающих 

моментов и поперечных сил в сечениях балки не изменятся если ее расчетную схему 

представить без жестких вставок (см. рис.7.1,б). 

2. Дальнейший расчет с использованием программы SCAD уже известен       

из расчетов балок, рассмотренных ранее.  

Отличие при расчете балки на упругом основании модели Винклера 

состоит в назначении жесткостей конечных элементов типа 2. В этом случае 

кроме задания жесткостей самих стержневых элементов необходимо задать 

коэффициент постели «c » грунта, с которым КЭ типа 2 имеет контакт по его 

длинной стороне.  

Примечание. 

В данном задании в расчетной схеме МКЭ (см. рис. 7.1, б) предполагается, что по 

контакту КЭ типа 2 с грунтом (по длине КЭ) имеет место двухсторонняя связь: подошва 

балки не отрывается от плоскости грунта под балкой как при сжимающих, так и при 

растягивающих напряжениях между ними. 
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В реальных условиях, когда нет сцепления подошвы балки с грунтом, растягивающие 

напряжения по контакту балки, лежащей на грунтовом основании, возникнуть не могут. 

Произойдет отрыв подошвы балки от поверхности грунта. В этом случае, результат расчета 

балки по расчетной схеме, изображенной на рис. 7.1. б, при котором появились 

растягивающие напряжения, не будет соответствовать действительности и должен быть 

уточнен.  

Задача с отрывом балки даже от линейно-деформируемого грунтового основания 

является нелинейной. Для ее решения в программе SCAD могут быть использованы  

односторонние связи, соединяющие узлы КЭ балки с основанием. Но возможно применение 

и следующего приближенного способа последовательного решения линейных задач с 

уточнением расчетной схемы балки. 

По длине балка, в месте перехода эпюры сжимающих напряжений по подошве к 

растягивающим напряжениям, делится узлом КЭ на две части. Каждая из частей делится на 

конечные элементы типа 2. При этом для КЭ с сжимающими напряжениями по подошве 

балки задаются коэффициенты постели, принятые в задании для грунта. На той же части 

балки, где в предыдущем расчете по контакту с основанием получились растягивающие 

напряжения, коэффициент постели грунта принимается равным нулю (просто не задается).  

Выполняется линейный расчет по этой второй расчетной схеме. Результаты расчета 

снова анализируются и расчетная схема снова уточняется. Таким образом, достигается  

последовательное приближение к действительному состоянию балки.  

В рассматриваемом задании учащиеся выполняют только один (первый) расчет балки 

на упругом основании как линейно-деформируемой системы.  

Результаты расчета 

В соответствии с поставленными выше тремя пунктами задания 

результаты расчета приведены в графическом  и табличном виде.  

На рис. 7.2 приведена эпюра вертикальных осадок балки, мм. Значения 

вертикальных перемещений узлов КЭ в направлении общей оси координат Z 

взяты из табл. 7.1. По принятому в программе SCAD правилу знаков для 

перемещений направление перемещений противоположное положительному 

направлению оси Z принимается со знаком минус. 

                                                                                                                      Табл. 7.1. 
-------------------------------------------------------------------------------- 

|                      П Е Р Е М Е Щ Е Н И Я   У З Л О В  (мм)                 | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

|         1      2      3      4      5      6                                 | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

|  Z    -4.0   -3.7   -3.2   -2.6   -2.2   -2.0                                | 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 

4.0 

Z 
X 

3.7 3.2 
2.6 2.2 2.0 

Рис. 7.2 
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-------------------------------------------------------------------------------- 

В модели Винклера для грунтового основания предполагается линейная 

взаимосвязь давлений на грунт )(xf , действующих в узлах КЭ расчетной 

схемы (см. рис. 7.1, б), с перемещениями )(xw  этих узлов (см. рис. 4.2) в 

разделе 4 данной части УМК): 

)()( xwcbxf  , (7.1) 

где b  – ширина балки. 

При подстановке в формулу (7.1) величин коэффициента постели c , 

кН/м
3
, ширины балки b , м, и, последовательно, указанных прогибов )(xw , м, в 

узлах КЭ соответственно получим следующие значения интенсивности )(xf , 

кН/м, распределенных давлений на грунт, соответствующих узлам КЭ                 

(табл. 7.2).  

Таблица 7.2 

№ узлов 1 2 3 4 5 6 

)(xf , кН/м 20 18.5 16 13 11 10 

На балку со стороны грунтового основания передаются обратные по 

направлению реактивные давления )(xr  численно равные давлениям )(xf  на 

грунт. Эпюры этих давлений на балку и на грунт приведены соответственно на 

рис. 7.3, а, б. 

 

 

Рис. 7.3 

Эпюры усилий M  и Q  в балке от совместного действия заданной 

нагрузки и полученных реактивных давлений приведены соответственно на  

рис. 7.4, а, б.  

1 2 3 4 5 6 

20 18.5 
16 13 11 10 

Грунтовое основание модели Винклера 

f(x) 
б) 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 

20 

Z 

X 

18.5 16 
13 11 10 

а) 

r(x) 
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Ординаты этих эпюр усилий для трех сечений (в начале, в середине и в 

конце) на каждом КЭ приведены в табл. 7.3. 

Таблица 7.3 
Единицы измеpения усилий: кН;  Единицы измеpения моментов: кН*м. 

-------------------------------------------------------------------------------- 

|                     У С И Л И Я /НАПРЯЖЕНИЯ/ В ЭЛЕМЕНТАХ                     | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

| 002_    1-1    1-2    1-3    2-1    2-2    2-3    3-1    3-2    3-3    4-1     

-------------------------------------------------------------------------------- 

|  M            9.997  39.36  39.36 -2.933 -28.14 -28.14 -37.51 -24.35 -174.3  | 

|  Q            19.84  38.72 -51.27 -33.54 -17.09 -17.09  1.805  18.97  18.97  | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

Продолжение таблицы 7.3 

-------------------------------------------------------------------------------- 

|                     У С И Л И Я /НАПРЯЖЕНИЯ/ В ЭЛЕМЕНТАХ                     | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

|   2_    4-2    4-3    5-1    5-2    5-3                                      | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

|  M    -140.7 -88.51 -88.51 -22.21                                            | 

|  Q     34.55  48.82  48.73  24.62                                            | 

-------------------------------------------------------------------------------- 

 

 

Рис. 7.4 

Контроль полученных результатов расчета 

1. Проверяем удовлетворение условиям равновесия балки под 

действием заданной нагрузки и вычисленных реактивных давлений на балку 

со стороны грунтового основания. Для этого изобразим заданную нагрузку и 

реактивное давление на балку на одном рисунке (рис. 7.5). 

 

Рис. 7.5 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 

20 

Z 

X 

18.5 16 
13 11 10 

90 кН 150 кНм 24 кН/м 

r(x) 

38,7 

51,3 
19,0 

48,8 б) 

Q 

39,4 

37,5 

174,3 

88,5 

а) 

28,1 24,3 

М 
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Так как горизонтальных сил нет, уравнение равновесия   0X  

удовлетворяется.  

Проверим соблюдение уравнения равновесия проекции всех сил, 

действующих на балку, на ось Z: 

  )6.324(90:0Z +0.5(20+18.5)2+0.5(18.5+16)2+0.5(16+13)2.5+ 

+0.5(13+11)2.5+0.5(11+10)3.6= – 90 – 86.4+38.5+34.5+36.25+30+37.8 = 

= – 176.4+177.05 = 0.65.∙ 

Погрешность вычислений равновесия составляет 0.65·100/176.4 0.4%.  

Считаем, что уравнение равновесия удовлетворяется с достаточной точностью. 

 Примечание. 

В задании для сокращения вычислительной работы вручную проверку уравнения 

равновесия вида 0 kM , где k  любая точка на плоскости с действующей нагрузкой, 

можно не проводить. 

Удовлетворительный результат проверки равновесия балки показывает, 

что реактивные усилия )(xr , действующие на балку от грунтового основания, 

определены достаточно точно. 

2. Теперь, зная всю нагрузку на балку, проверим соответствие вида 

эпюр M  и Q  суммарной нагрузке. Сопоставление суммарной нагрузки на 

балку, приведенной на рис. 7.5, и эпюр M  и Q , приведенных на рис. 7.4, 

показывает их соответствие. Все признаки вида правильных эпюр, приведенные 

в разделе 4 части 1УМК [25], соблюдаются. 

3.Проверяем соответствие эпюр M  и Q  друг другу с учетом 

имеющейся зависимости dxdMQ / . Сопоставление эпюр показывает 

соблюдение этой зависимости усилий. 

Заключение 

На основании проведенного контроля результатов расчета делаем вывод, 

что расчет балки в заданной постановке задачи выполнен правильно. 
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